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Naj bo D C R™. S cl(D) oznacimo zaprtje, z int(D) pa notranjost mnozice
D v R".

DEFINICIJA 1 Mnozica D C R"™ je konveksna, ce za vsaka x,y € D in vsak
A€ [0,1] velja Az + (1 — Ny € D.

Vsakemu vektorju Y ", Az, kjer jem € N, A\; > 01in > | A\; = 1, pravimo
konveksna kombinacija vektorjev x; € R". Vsaka konveksna mnozica vsebuje
vse konveksne kombinacije svojih elementov.

Presek poljubne druzine konveksnih mnozic je spet konveksna mnozica (prazna
mnozica je po definiciji konveksna; res pa je, da pri trditvah najveckrat tiho
predpostavimo, da so konveksne mnozice neprazne).

Konveksna ovojnica (ali konveksna ogrinjaca) conv(D) mnozice D je naj-
manjsa konveksna mnozica, ki vsebuje D.

TRDITEV 2 Konveksna ovojnica mnoZice D je presek vseh konveksnih mnoZic,
ki vsebujejo D, oziroma mnozica vseh konveksnih kombinacij tock iz D.

Dokaz. Oglejmo si mnozico

S = {i)\zl’z, meN, Z; GD, >\z ZO, i)\zz 1}
=1 =1

Hitro preverimo, da je mnozica S konveksna: Ce si izberemo z,y € S, potem
sta z in y konveksna kombinacija elementov iz D, torej z = > " \z; in
y=> 0 pr;inmmneN N >0in Y " N =" =1 Potem pa
jeza A € [0,1] vsota Az + (1 — Ny = >_", Ma; + Y i A tudi v S.saj
velja AN, (1 — AN € [0,1] za vse A, p; in AN, + (1 — Ay, € [0,1] za vse
A, A, i € [0,1], kar ravno ustreza definiciji konveksnosti mnozice S. Ker
vsak z iz D lahko zapiSemo v obliki x = 23:1 lz, velja D C S. Ker je vsak x
iz S konveksna kombinacija elementov iz D in ker vsaka konveksna mnozica
(torej tudi conv(D)) vsebuje vse konveksne kombinacije svojih elementov, je
S C conv(D). Torej je S konveksna in velja D C S C conv(D). Potem mora
biti S = conv(D). Jasno je tudi conv(D) res presek vseh konveksnih mnozic,
ki vsebujejo D. O

Mnozica je konveksna natanko tedaj, ko je enaka svoji konveksni ovojnici.



TRDITEV 3 Za kompaktne (tj. zaprte in omejene v RY) mnoZice je tudi nji-
hova konveksna ovojnica kompaktna. Za odprte mnoZice je njihova konveksna
ovojnica odprta mnoZzica.

Dokaz. Ker je K omejena, konveksna ovojnica K pa konveksna kombinacija
elementov iz K, je tudi conv(K) omejena. Za prvi del trditve nam preostane
dokazati se, da je conv(K) zaprta.

Vemo, da je mnozica K v metricnem prostoru zaprta natanko tedaj, ko
ima vsako konvergento zaporedje iz K limito v K. Oglejmo si zdaj poljubno
konvergentno zaporedje {z"},en. Naj bo x limita tega zaporedja. Radi bi
pokazali, da je z iz konveksne ovojnice K. Vsak ¢len zaporedja {z"},en
lahko zapisemo v obliki 2" = Y% A2 pri cemer je S AP = 1, in vsi
2} so iz konveksne ogrinjace K.
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Ce to zaporedje gledamo po komponentah, dobimo v j-ti komponenti vsakega
vektorja iz zaporedja clen A\jz7. Ker so 27 vsi iz kompaktne mnozice K,
{7 }nen pa konvergentno zaporedje, mora biti tudi njegova limita, z; v K.
Prav tako je za vsako komponento kovergentno tudi zaporedje koeficientov
{AN'}n € N In ker je tudi to zaporedje na kompaktni mnozici [0,1], je
tudi njegova limita A\; € [0,1]. Zdaj pa lahko x zapiSemo kot konveksno
kombinacijo elementov iz K:

d+1 d+1 d+1
z = lim E ANz = E lim \'z2" = E NiTs
j=1 j=1 j=1

S tem je trditev za kompaktne mnozice dokazana.

Naj bo zdaj U C R" odprta. Izberimo poljuben x iz konveksne ogrinjace U.
Dovolj bo dokazati, da obstaja neka odprta krogla okoli z, ki je cela vsebovana
v konveksni ogrinjaci U. Ce je = 0, to pomeni, da je 0 v U, zato si lahko
mislimo, da je x # 0. Tak x lahko zapiSemo kot konveksno kombinacijo
elementov iz U, torej z = >, Nuji;n € Nyu; € U, D0 A\ =1, in ker je
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razlicen od 0, lahko brez skode za splosnost predpostavimo, da je A\; > 0 za
vsak i € {1,2,...,n}. Kerje U odprta, za vsak u; € U lahko najdemo kroglo,
ki je Se cela vsebovana v U. Torej taksne krogle obstajajo tudi za vse w;,
ki nastopajo v zapisu z-a. Vzemimo zdaj za ¢ polmer najmanjse izmed teh
krogel oziroma ¢ = 1, ¢e ta ne obstaja. Naj bo e = min{\;; i € {1,2,...,n}}.
Vzemimo zdaj r = de. Ker sta oba, d in € strogo pozitivna, je taksen tudi
njun produkt, krogla s polmerom 7 in s srediS¢em v x pa je cela vsebovana
v conv(U). O

Za zaprte mnozice taka trditev ne velja. Ce denimo v R? vzamemo zaprto
mnozico Z = {(z,y); x = y}U{(0,1)}, je conv(Z) = {(z,y); <y < z+1},
ki pa ni zaprta.

Skica 1:
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TRDITEV 4 Ce je mnoZica D konveksna, sta konveksni tudi mnozici cl(D)
in int(D) (seveda je notranjost neprazne mnozice lahko prazna).

TRDITEV 5 Naj bo D konveksna mnoZica z int(D) # () ter x; € int(D) in
x9 € cl(D). Potem polodprta daljica [x1,x2) cela leZi v int(D).

Dokaz. Lahko si mislimo, da se vse dogaja v ravnini R?. Ker je z; iz
notranjosti D, bo dovolj, ¢e pokazemo, da je tam tudi preostanek daljice
[x1,x3), to je daljica (z1,22). Vzemimo zdaj poljuben = € (z1,25). Tak z
lahko zapisemo kot konveksno kombinacijo z7 in xz9: © = Azq + (1 — A)as.
Ker A ¢ {0, 1}, lahko najdemo X, x5, da bo x = Nay + (1 — X)), pri ¢cemer
velja X > X in X € [0,1]). Ker je D konveksna podmnozica R?, mora biti
xfy, € int(D). Notranjost D je po prejsnji trditvi konveksna, = pa je konveksna
kombinacija vektorjev iz int(D), zato je tudi = € int(D), torej je res x € D.
|

POSLEDICA 6 Naj bo D konveksna mnoZica z int(D) # (). Potem je

cl(int(D)) = cl(D) in  int(D) = int(cl(D)) .



Ce denimo v R vzamemo D = (0,2) U {4} in za z; izberemo 1, za x5 pa 4,
potem D zadosca pogojem iz trditve 5, daljica [1,4) pa ne lezi v celoti niti v
D, kaj sele v int(D). Poglejmo si zdaj, kako je v tem primeru s posledico 6:

cl(int(D)) = [0,2] # [0, 2] U {4} = (D)

Ce vzamemo §e nekonveksno mnozico D' = [0,1] N Q in to vstavimo v drugo
formulo iz posledice, dobimo:

int(D’) = 0 # (0,1) = int(cl(D")).

Vidimo, da za nekonveksne mnozice v sploSnem ne veljata niti trditev 5 niti
posledica 6.

IzREK 7 (Carathéodoryjev izrek, 1911) Naj bo P C R? in z € conv(P).
Potem lahko x zapisemo kot konveksno kombinacijo d+1 (ne nujno razlicnih)
tock iz P.

Dokaz. Naj bo z iz konveksne ovojnice P. Potem ga lahko zapiSsemo kot
kombinacijo konéno mnogo tock iz P: x =Y " | \jz;, pri ¢emer so vsi ; iz
P, vsi \; pozitivni in ), A; = 1. Vzemimo zdaj n > d + 1 (sicer ni ka]

dokazati). Potem so toc¢ke xo—x1, x3—x1, ..., T, —x1 linearno odvisne, torej
obstajajo skalarji as, ..., ay, ki niso vsi nicelni, da je Yo ai(x; —xp) =0.
Ce definiramo oy := — > ", oy, potem je Y " azz; = 0, > " oy = 0 in ker

niso vsi a; nicelni, je vsaj en, imenujmo ga «;, vecji od nic. Velja

n

Zn: NiTi — 4 zn: Qi =Y (N — poy)a;
=1 =1

i=1

za vsak realen p. Enakost bo torej drzala tudi za

,u::min{ﬁ;ai >0,1<i<n}= ﬁ
a; a;
Opazimo, da je 4 > 0, in da za vsak ¢ med 1 in n velja \; — pa; > 0. V
posebnem iz definicije p sledi A\; — poy; = 0. Torej x = > (N — poy)z;,
pri cemer so vsi A; — poy; nenegativni, njihov sestevek je 1 in A\; — po; = 0.
Drugace povedano: z je predstavljen s konveksno kombinacijo najve¢ n — 1
tock iz P.
Ta postopek lahko ponavljamo, dokler x ni zapisan kot konveksna kombi-
nacija najve¢ d + 1 tock iz P. 0O

Vzemimo zdaj podmnozico prostora R* P = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.
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Konveksna ogrinjaca te mnozice je pravokotnik [0,1] x [0,1] . Ce zdaj vza-
memo tocko x = (%, 1), ki je vsebovana v konveksni ogrinja¢i P-ja, lahko
konstruiramo mnozico P’ = {(0,0),(0,1),(1,0)}. Konveksna ogrinjaca P’ je
trikotnik {(z,y); x,y > 0, y < 1—=z}, tocka = pa njegova notranja tocka. Tu
torej izrek deluje, saj je mo¢ mnozice P’ tri.

V tem primeru ne moremo v P’ imeti le dveh tock, saj je konveksna ogrinjaca

poljubnih dveh le daljica med njima, x pa ne lezi na nobeni taksni daljici.
Skica 2:
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DEFINICIJA 8 Naj bo D konveksna mnozZica. Tocka x € D je ekstremna
tocka mnoZice D, ée je mnoZica D\ {x} konveksna.

Drugace povedano, tocka je ekstremna natanko tedaj, ko je ni moc¢ zapisati
v obliki Azq + (1 — A)xo, kjer z1,29 € D, 21 # x5 in 0 < A < 1. V splognem
je lahko konveksna mnozica brez ekstremnih tock. To se lahko zgodi tudi pri
zaprtih konveksnih mnozicah. Velja pa, da ima vsaka kompaktna konveksna
mnozica kaksno ekstremno tocko. Nobena ekstremna tocka ne lezi v notran-
josti mnozice D.

IZREK 9 Naj bo D C R"™ kompaktna konveksna mnoZica in € mnoZzica njenth
ekstremnih tock. Potem je

D = cl(conv(E)).

Izrek 9 velja tudi za tako imenovane lokalno konveksne topoloske vektorske
prostore in ne le za R™. V tej splosni obliki mu pravimo Krein-Milmanov
izrek.

V R” je moc izrek 9 Se izboljsati, in sicer velja
D = conv(€).

Na konveksno mnozico D C R™ pogosto ne gledamo kot na mnozico v R",
ampak raje kot na podmnozico njene afine ovojnice. Ta ovojnica je v bistvu
spet prostor R?, kjer je d < n. Stevilo d je tedaj razseznost (oz. dimenz-
ija) mnozice D. Znotraj svoje afine ovojnice ima vsaka konveksna mnozica



neprazno notranjost (pravimo ji relativna notranjost in jo oznacimo z ri(D)).
Tako lahko posplosimo mnoge trditve, pri katerih smo zahtevali neprazno no-
tranjost mnozice, pri ¢emer int(D) zamenjamo z ri(D). Primera sta trditev
5 in posledica 6.

DEFINICIJA 10 Naj bosta D, D' C R™. Hiperravnina II loéi mnoZici D in D/,
ée sta D in D' podmnoZici razlicnih odprtih polprostorov, ki ju doloca 1.

Hiperravnina I1 krepko lo¢i D in D', ¢e lo¢i D in D', hkrati pa obstaja tak
e > 0, da je vsaka tocka iz D U D’ oddaljena vsaj € od I1.
Hiperravnina 11 §ibko loci D in D', ée sta D in D' podmnoZici razlicnih
zaprtih polprostorov, ki ju doloca 11, in velja DU D" ¢ 1.

TRDITEV 11 Za vsako zaprto konveksno mnoZico D in tocko x & D obstaja
hiperravnina, ki krepko loc¢i x in D. V D tudi obstaja natanko ena tocka, ki
je najblizja x.

Dokaz. Tocka, ki je najblizja x oc¢itno obstaja: Vemo, da je v metricnem
prostoru razdalja med zaprto mnozico in tocko, ki ni iz te mnozice, strogo
pozitivna. Recimo torej d(D,z) = p > 0. Ce definiramo C := D N K (0, 2p),
potem je funkcija f : C'— R, definirana s predpisom f(u) = d(u,x), zveznas
in slika v [p, 2p], kar je kompakten prostor, zato f na njem zavzame mini-
mum. Naj bo v zdaj tocka, v kateri je f zavzame minimum, torej f(v) = p.
Premislimo zdaj, da je taksna tocka res ena sama. Pa recimo, da sta dve.
Torej imamo tocki u,v € D taki, da je d(u,z) = d(v,z) = d(D,z) = p.
Ker je D konveksna, velja “T*” € D. Trikotniska neenakost nam pove, da je
d(*E2, x) < p, kar pa je v protislovju s predpostavko d(D, x) = p.

Hiperravnina II, ki krepko lo¢i z in D je zdaj ravnina, ki gre skozi razpolovisce
daljice [v, x], njena normala pa je vzporedna s to daljico. Res. Mnozici D in
{z} sta potemtakem ocitno v razliécnih odprtih podprostorih, ki ju IT dolo¢a
in vsaka tocka iz D U {x} je od II oddaljena vsaj za . O

Pri konveksnih mnozicah, ki niso zaprte, se lahko zgodi, da najblizja tocka v
D ne obstaja, nikoli pa ne more biti ve¢ kot ena.

IZREK 12 Naj bosta D in D' taki konveksni mnoZici v R"™, da je int(D) # ()
in int(D)ND" = (). Potem obstaja hiperravnina, ki §ibko loci cl(D) in cl(D').

Izrek 12 velja tudi v neskonc¢no razseznih prostorih, v R™ pa ga je moc
izboljsati. Opomba: v R"™ sta enakovredni trditvi, da lahko Sibko lo¢imo
mnozici in da lahko sibko lo¢imo njuni zaprtji.

[ZREK 13 Naj bosta D in D' konveksni mnoZici v R™. MnoZzici D in D’ lahko
gibko lo¢imo natanko tedaj, ko je ri(D) Nri(D") = 0.



V izrekih 12 in 13 ni moé¢ doseéi lo¢itve mnozic D in D'.

[ZREK 14 Naj bosta D in D' taki zaprti konveksni mnozici v R™, da je D
kompaktna in D ND' = (. Potem obstaja hiperravnina, ki krepko loéi D in
D.

Ce v izreku 14 izpustimo zahtevo po kompaktnosti mnozice D, izrek ni vec
resnicen.



