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1 Uvod

Problem razvoza se je v zgodovini linearnega programiranja izkazal kot poseben problem ter priloº-
nost za izdelavo novih na£inov programiranja s simpleksno metodo. Kot sta pokazala George B.
Dantzig (1951) in Alex Orden (1956), ima struktura problemov razvoza to lastnost, da pri njej lahko
simpleksno metodo poenostavimo v simpleksno metodo za omreºja. To lahko naredimo iz obstoje£e
simpleksne metode ali pa jo izdelamo od za£etka.

2 Problem razvoza

De�nicija 1 Omreºje G(V,E) je usmerjen graf s cenami (vrednostmi) c na povezavah, c ∈ RE, kjer
imamo v vsakem vozli²£u povpra²evanje oziroma produkcijo nekega proizvoda, opisano z vektorjem
ponudbe oziroma povpra²evanja b ∈ RV :
Dano imamo

bv, v ∈ V je povpra²evanje v vozli²£u v, pri £emer velja bv =

{
+ poraba v vozli²£u v
- proizvodnja v vozli²£u v

in za vsak c velja:
c ∈ RE, pri £emer velja cuv je cena razvoza 1 enote po povezavi uv.

Slika 1: Primer omreºja, v katerem bomo re²evali problem razvoza.
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Tu i²£emo re²itev, kako prepeljati dolo£eno koli£ino ne£esa z enega kraja do drugega na najcenej²i
na£in. Omreºje predstavimo tako, kot je predstavljeno na sliki 1.

c : E(G) −→ R, c(e) ∈ R (funkcija iz E v R)
RE lahko identi�ciramo z Rm;m = |E|
cuv cena razvoza enote proizvoda po povezavi uv (od u do v)

Dano imamo (cestno, ºelezni²ko, telefonsko,. . .) omreºje. V vozli²£ih omreºja se proizvaja/porablja
dolo£en proizvod. Ta proizvod ºelimo razvoziti od kraja proizvodnje do porabnikov. Pri tem ºelimo
minimizirati stro²ke razvoza.

Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je celotna proizvodnja enaka celotni porabi, prav
tako pa tudi, da je omreºje povezano. To sicer v resni£nem ºivljenju zmerom ni res, a nam problem
poenostavi, da ga laºje re²imo.

3 Kombinatori£ni opis problema razvoza

Vektor x ∈ RE opisuje razvoz (za vsako povezavo povemo, koliko enot prepeljemo vzdolº te
povezave), £e zado²£a naslednjim pogojem:

(i) x ≥ 0 (po komponentah),

(ii) Kircho�ovi pogoji
Za ∀v ∈ V velja: ∑

e∈δ−(v)

xe −
∑

e∈δ+(v)

xe = bv

δ−(v)− vhodne povezave, δ+(v)− izhodne povezave.

Cena razvoza x je enaka: ∑
uv∈E

cuv · xuv ≡ cTx.

Zapis pogoja (ii) v matri£ni obliki Ax = b:
Vrstice usmerjene inciden£ne matrike A ustrezajo vozli²£em v ∈ V , stolpci pa povezavam. Vsak
stolpec ima −1 na mestu, kjer se povezava za£ne, in 1 na mestu, kjer se kon£a.

A =

v1
...
0
u
0
...
0
v
0
...
0



0
...
0
−1
0
...
0
1
0
...
0



∈ RV×E
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Problem razvoza formuliramo slede£e:
Dano imamo:

• omreºje G, podano z usmerjeno inciden£no matriko A ∈ RV×E,

• vektor povpra²evanja b ∈ RV (vsota komponent je enaka 0,
∑

v∈V bv = 0),

• cena c ∈ RE.

Tu re²ujemo problem:

min cTx
p.p.Ax = b

x ≥ 0

Problem razvoza re²ujemo enostavneje kot splo²ne linearne programe.

De�nicija 2 x ∈ RE je drevesna re²itev, £e je Ax = b (ni nujno x ≥ 0!) in £e obstaja vpeto drevo
T v omreºju G, tako da je xe = 0 za vsako povezavo e /∈ E(T ).

Predpostavimo lahko, da je dano omreºje povezano.

Lema 1 Za vsako vpeto drevo T v G obstaja natanko ena re²itev x ∈ RE, ki je ni£elna izven T .

Slika 2: Primer vpetega drevesa, za katerega pripadajo£i razvoz ni dopustna re²itev problema,
saj po povezavi (iz −10) ne moremo iti v obratni smeri.

Opomba 1 �e je b celo²tevilski, je vsaka drevesna re²itev x tudi celo²tevilska.

4 Re²evanje z metodo simpleksov za omreºja

4.1 Ni£ti korak

Predpostavimo, da je dana drevesna re²itev x, ki je dopustna in ustreza vpetemu drevesu T :

Ax = b, x ≥ 0, xuv = 0 za uv /∈ E(T ). (1)
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4.2 Prvi korak

Izra£unamo pripadajo£e �po²tene� cene: yv v neki poljubni to£ki uvedemo poljubno, potem pa
pogoji (1) enoli£no dolo£ajo yu, u ∈ V.

Dolo£imo y ∈ RV , tako da za vsak uv ∈ E(T ) velja: yv = yu + cuv

c̄ := c− ATy
c̄uv = cuv + yu − yv

�e uv ∈ E(T ), potem je c̄uv = 0. Velja tudi xuv = 0 za uv /∈ E(T ). Sledi c̄Tx = 0.

Trditev 1 �e je Ax̄ = b, potem je cT x̄ = cTx+ c̄T x̄.

Dokaz:

cT x̄ = (c̄+ ATy︸ ︷︷ ︸
c

)T x̄ = c̄T x̄+ yTAx̄ = c̄T x̄+ yT b =

Ker je x dopustna re²itev, je tudi Ax = b, zato velja ista formula za x̄ = x : cTx = c̄Tx︸︷︷︸
=0

+yT b⇒ cTx = yT b.

= c̄T x̄ + yT b = c̄T x̄ + cTx

�

4.3 Drugi korak

Poi²£emo tako povezavo uv, da velja yu + cuv < yv (takim povezavam pravimo vhodne povezave).

Trditev 2 �e take povezave ni, je x optimalna re²itev.

Dokaz: Naj bo x̄ poljubna druga re²itev. Po trditvi 1: cT x̄ = cTx +

≥0︷ ︸︸ ︷
c̄T︸︷︷︸
≥0

x̄︸︷︷︸
≥0

, ker pri²tejemo ²e

nekaj pozitivnega, torej je lahko kve£jemu ve£je. �

4.4 Tretji korak

Izberemo povezavo, ki jo bomo odstranili iz T, na naslednji na£in:

V grafu T + uv obstaja natanko en cikel C, ki ni nujno usmerjen.

Na C poi²£emo povezavo f , ki je na C usmerjena nasprotno kot e = uv in je na njej xf minimalen.

(a) �e taka povezava ne obstaja, potem je C usmerjen cikel in je vsota cen povezav na C negativna.
Re²evanje je tedaj kon£ano, saj je problem neomejen.

(b) �e f obstaja, potem T ′ := T + e − f. Razvoz po drevesu spremenimo tako, da za vsako
povezavo na C razvoz po povezavah pove£amo za t (£e je povezava enako usmerjena kot uv)
oziroma zmanj²amo za t (£e je povezava v obratni smeri). Pri tem je t dosedanja vrednost
razvoza po povezavi f. Novi razvoz je nenegativen in drevesni po T ′.
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4.5 Iskanje za£etne drevesne re²itve

Navidezni problem: Zamislimo si navidezno vozli²£e w (ali enega od obstoje£ih) ter ga poveºemo
z izvori in ponori. Te navidezne povezave skupaj z dodatnimi dolo£ajo vpeto drevo. �e tem
povezavam damo zelo visoko ceno, ne bodo vsebovane v optimalni re²itvi. �e bodo te povezave
kljub vsemu ostale v re²itvi, potem razvoz sploh ne bo obstajal. Namesto zelo velikih cen lahko
damo ceno 1 na navidezne ter 0 na originalne povezave.

Navidezna naloga: Drevesna re²itev za navidezno nalogo je o£itna. Ves razvoz je skozi w. Drevo
T vsebuje vse povezave s kraji²£em v w in ²e nekatere iz G (po njih je razvoz enak 0). Dolo£imo
cene povezav: 1 za dodatne povezave, 0 za originalne povezave. Pri re²evanju te navidezne naloge
dobimo razvoz s ceno 0 natanko tedaj, ko obstaja razvoz za originalno nalogo. �e pa navidezna
naloga nima razvoza s ceno 0, potem za£etna naloga nima dopustne re²itve.

Primerjava postopka s simpleksnim algoritmom za linearno programiranje:

• drevesne re²itve so v korespondenci z baznimi re²itvami pri obi£ajni metodi simpleksov.

• y ustreza dualni nalogi,

Osnovna in dualna naloga
min cTx max bTx
p.p. Ax = b p.p. ATy ≤ c

c̄ = c− ATy
x ≥ 0 ATy ≤ c⇔ c̄ ≥ 0

4.6 Prikaz postopka na primeru

Slika 3: Primer vpetega drevesa, ki je dopustna re²itev problema.
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Slika 4: Na drevesni re²itvi zapi²emo pri vozli²£ih pripadajo£e cene prevoza po dani re²itvi ter
²tevilo enot izdelka, ki jih po²ljemo po povezavi.

Slika 5: Izra£unamo cene prevoza po dani re²itvi. Opazimo, da nam £rtkana povezava ponuja
bolj²o re²itev. Iz nastalega cikla odstranimo nasprotno usmerjeno povezavo s ceno 1.

Slika 6: Izra£unamo cene prevoza po dani re²itvi. Opazimo, da nam £rtkana povezava ponuja
bolj²o re²itev. Iz nastalega cikla odstranimo povezavo s ceno 7.

6



Slika 7: Izra£unamo cene prevoza po dani re²itvi. Ker ne najdemo povezave z bolj²o re²itvijo,
zaklju£imo, da smo na²li najbolj²i razvoz.

Slika 8: Kon£ni razvoz

Cena razvoza je torej:
5 · 5 + 7 · 3 + 10 · 4 + 3 · 5 + 0 · 5 + 12 · 3 + 12 · 2 + 8 · 5 + 4 · 5 =
= 25 + 21 + 40 + 15 + 0 + 36 + 24 + 40 + 20 = 221

4.7 Uporaba postopka za problem razvoza v teoreti£ni matematiki

Izrek 1 (o celo²tevilskosti) �e je pri problemu razvoza povpra²evanje b celo²tevilsko in ima prob-
lem dopustno re²itev, potem ima tudi celo²tevilsko dopustno re²itev. �e ima optimalno re²itev, ima
tudi celo²tevilsko optimalno re²itev.
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5 Naloga iz 2. izpita 2.6.2004, Optimizacija

V trgovskem podjetju so iz skladi²£ v trgovine vozili blago, kot je prikazano na levem grafu. Po
prihodu v podjetje se ºelite izkazati in poiskati cenej²i na£in, zato najprej ugotovite, koliko je
stro²ek prevoza ene enote blaga med posameznimi destinacijami. Stro²ki so prikazani na desnem
grafu. Poi²£ite torej optimalen razvoz! Za£nite z obstoje£im razvozom!
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